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บทคัดยอ 

จํานวนเชิงรูปเปนจํานวนเต็มท่ีสามารถแทนดวยรูปเรขาคณิต ที่แตละจุดในดานเดียวกันมีระยะหางเทากันซึ่งจํานวนเชิงรูป

สามเหลี่ยมและจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมเปนจํานวนเชิงรูปชนิดหนึ่งจึงสามารถหาความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทากับ

จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมและความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากกับจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมได และสรางเปนทฤษฎีบทและ

บทแทรกไดดังนี ้

ทฤษฎีบทที่ 1 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nTQ  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 

หนวยที่เกิดจากจํานวนสามเหลี่ยม nT   จะไดวา 2)1()(  nTQ n   

ทฤษฎีบทท่ี 2 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nTR  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดที่เกิดจาก

จํานวนสามเหลี่ยม nT  จะไดวา 
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 ทฤษฎีบทที่ 3 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSU  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยที่เกิด

จากจํานวนสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 2)1()(  nSU n  

 ทฤษฎีบทที่ 4 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSV  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

สี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
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ทฤษฎีบทที่ 5 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSW  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

สี่เหลี่ยม nS   จะไดวา 
12

29103
)(

234 nnnn
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บทแทรก กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  โดยที่ )( nSZ  แทนจํานวนรูปสี่เหลีย่มมุมฉากทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิง

รูปสี่เหลี่ยม nS และ )( nSV แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  และ )( nSW แทนจํานวนรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาดท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS จะไดวา 
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ABSTRACT 

 Figurate numbers are integer numbers that can be represented by geometric figure which each point in 

the same side have the same distance. Triangular numbers and square numbers are figurate numbers, so we can 

find the relation between the numbers of equilateral triangle with triangular figurate numbers and the relation 

between the numbers of rectangle with square numbers. We obtain the following theorems and corollary. 

 Theorem 1 Let n  be a positive integer and )( nTQ  be the number of equilateral triangle which is all side 

are 1 unit that generated by nT . Then 2)1()(  nTQ n . 

 Theorem 2 Let n  be a positive integer and )( nTR  be the number of every equilateral triangle that 

generated by nT . Then 
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 Theorem 3 Let n  be a positive integer and )( nSU  be the number of unit square that generated by nS .  

Then 2)1()(  nSU n . 

 Theorem 4 Let n  be a positive integer and )( nSV  be the number of all square that generated by nS .  

Then 
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 Theorem 5 Let n  be a positive integer and )( nSW  be the number of all rectangle that generated by nS .  

Then 
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 . 

 Corollary Let n  be a positive integer, )( nSZ be the number of all rectangle that generate by nS ,  )( nSV  

be the number of all square  that generated by nS  and )( nSW  be the number of all rectangle that generated by 

nS . Then 
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คําสําคัญ: จํานวนเชิงรูป  จํานวนเชิงรูปหลายเหลี่ยม  จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม จํานวนเชิงรปูสี่เหลี่ยม 

Keywords: Figurate number, Polygonal number, Triangular number, Square number 
 

บทนํา 

จํานวนเชิงรูป (Figurate numbers) หรือ จํานวนเชิงรูปหลายเหลี่ยม (Polygonal numbers) คือ จํานวนเต็มท่ีสามารถ

แทนดวยรูปเรขาคณิต ที่แตละจุดในดานเดียวกันมีระยะหางเทากัน โดยจํานวนแรกคือ 1 หรือจุดหนึ่งจุดนั่นเอง และจํานวนที่สองคือ

จํานวนจุดยอดมุมของรูปหลายเหลี่ยม เชน จํานวนเชิงรูปสามเหลีย่ม จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม เปนตน (นฤพนธ, 2556) 

จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม (Triangular numbers)  คือ จํานวนเต็มบวกที่สามารถเขียนอยูในรูปผลบวกของจํานวนเต็ม

บวก n  ตัวแรก ซึ่ง 
2

)1(
4321




nn
nTn   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมเขียนเปนลําดับได

ดังนี้ ...,10,6,3,1  (สมพงคและคณะ, 2017) ดังรูปที่ 1 

 

11 T          32 T         63 T  

รูปที่ 1 จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 
1 2,T T  และ 3T  
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จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม (Square numbers) คือ จํานวนเต็มบวกที่สามารถเขียนอยูในรูปกําลังสองของจํานวนเต็มบวก ซึ่ง 
2nSn   เมื่อ n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จํานวนเชิงรูปสีเ่หลี่ยมเขียนเปนลําดับไดดังนี้  ...,16,9,4,1  (นฤพนธ, 2556; Betancourt, 

2009) ดังรูปที่ 2 

 

           11 S          42 S                                93 S  

รูปที่ 2 จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 1 2,s s  และ  3s  
 

ความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทากับจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 

 การหาความสัมพันธของจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมพิจารณาจากการนําจํานวนเชิงรูป

สามเหลี่ยมมากําหนดเปนจํานวนจุด และสรางสามเหลี่ยมดานเทาที่เกิดจากจุดดังกลาวดังน้ี 

1T  มี 1 จุด ไดรูปสามเหลี่ยมดานเทา 0 รูป ดังรูปที่ 3 

 

รูปที่ 3 จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 11 T  
 

2T  มี 3 จุด ไดรูปสามเหลี่ยมดานเทา 1 รูป ดังรูปที่ 4 

 

รูปที่ 4 จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 32 T  
 

3T  มี 6 จุด ไดรูปสามเหลี่ยมดานเทา 5 รูป  ประกอบดวย 

 รูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 หนวย จํานวน 4 รูป 

 รูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 2 หนวย จํานวน 1 รูป ดังรูปที่ 5 

 

 

รูปที่ 5 จํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 63 T  

เมื่อพิจารณาจํานวนจุดและจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 หนวย (วุฒิชัย, 2554) ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูป

สามเหลี่ยมสรุปไดดังตารางที่ 1 

ตารางที่ 1 จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 หนวยของจํานวนเชิงรูปสามเหลีย่ม 

i  จํานวนจุด iT  
จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 

1 หนวย )( nTQ  
รูปแบบความสัมพันธ 

1 11 T  0  0)( 1 TQ  

2 32 T  101   112 )()( aTQTQ   

3 63 T  314   223 )()( aTQTQ   

4 104 T  549   334 )()( aTQTQ   

5 255 T  7916   445 )()( aTQTQ   
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จากตารางพบวา 1)2(22  nan  และ 1)1(21  nan  พิจารณาไดจากความสัมพันธของลําดับ ...,,,, 4321 aaaa  คือ 

...,7,5,3,1  ซึ่งเปนลําดับเลขคณิตที่มีพจนทั่วไปคือ 12  nan  

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 หนวยและจํานวนเชิงรูป

สามเหลี่ยม nT  

 ทฤษฎีบทที่ 1 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nTQ  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีความยาวดาน 1 

หนวยที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสามเหลีย่ม nT  จะไดวา 2)1()(  nTQ n   

บทพสิูจน ให )(nP  แทนขอความ 2)1()(  nTQ n  

(1) เมื่อ 1n  จะได )1(P  คือ  0)11()( 2
1 TQ  ซึ่งเปนจริง 

(2) ให k  แทนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ สมมติให )(kP เปนจริง 

นั่นคือ 2)1()(  kTQ k  เปนจริง 

(3) จะตองพิสูจนวา )1( kP  เปนจริงดวย 

จากตารางที่ 1 ไดวา  1)1(2)()( 1   nTQTQ nn  

เน่ืองจาก  2)1()(  kTQ k  

      ไดวา   12)1()12()( 2  kkkTQ k  

นั่นคือ  2
1 )( kTQ k   

ดังนั้น )1( kP  เปนจริง 

โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวา )(nP  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n     

เมื่อพิจารณาจํานวนจุดและจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมด(วุฒิชัย, 2554) ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมสรุปไดดัง

ตารางที ่2 

ตารางที่ 2 จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดของจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยม 

i  จํานวนจุด iT  จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดที่เกิดจาก )( nTR  รูปแบบความสัมพันธ 

1 11 T  0  1)( 1 TR  

2 32 T  101   012 )()( aTRTR   

3 63 T  415   123 )()( aTRTR   

4 104 T  8513   234 )()( aTRTR   

5 155 T  141327   345 )()( aTRTR   

6 216 T       222749   456 )()( aTRTR   
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จากตารางท่ี 2 พบวา 2)3()3( 2
3  nnan  และ 2)2()2( 2

2  nnan  พิจารณาไดจากความสัมพันธของ

ลําดับ ...,,,, 4321 aaaa  คือ ...,22,14,8,4  ซึ่งเปนลําดับพหุนามที่มีพจนทั่วไปคือ 22  nnan  

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดและจํานวนเชิงรปูสามเหลี่ยม nT  
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ทฤษฎีบทที่ 2 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ )( nTR  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดที่เกิดจากจํานวน

เชิงรูปสามเหลี่ยม nT  จะไดวา 
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บทพสิูจน กรณี 1n  และ  2n  ไดวา )( nTR  เปนจริง จากรูปที่ 3 และรูปที่ 4 

 กรณี 3n  พิสูจนโดยใชหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 

ให )(nP  แทนขอความ 
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(1) เมื่อ 3n  จะได )3(P  คือ 5
3
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TR  ซึ่งเปนจริง 

(2) ให k  แทนจํานวนเต็มบวกใด ๆ ซึ่ง 3k  และ สมมติให )(kP เปนจริง 

นั่นคือ 
3
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(3) จะตองพิสูจนวา )1( kP  เปนจริงดวย 

นั่นคือตองพิสูจนวา 
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kkk  

ดังนั้น )1( kP  เปนจริง 

โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวา )(nP  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก 3n    
 

ความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากกับจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 

การหาความสัมพันธของจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 

พิจารณา 

1S  มี 1 จุด ไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 0 รูป เนื่องจากมีแคจุดเดียวไมสามารถสรางเปนรูปสี่เหลี่ยมได ดังรูปที่ 6 

 

รูปที่ 6 จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 11 S  

 2S  มี 4 จุด ไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูป คือ รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 1 ตารางหนวย ดังรูปที่ 7 

 
 

รูปที่ 7 จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 42 S  

 3S  มี 9 จุด ไดมีรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 9 รูป ประกอบดวย 

  จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวย มี      422   รูป 

  จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 2 ตารางหนวย ม ี     112    รูป 
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  จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทั้งหมด                  514    รูป 

  จํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาขนาด 2 ตารางหนวย มี    4   รูป 

ดังรูปที่ 8 

 

 
 

รูปที่ 8 จํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 93 S  

เมื่อพิจารณาจํานวนจุดและจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวย ที่เกิดจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมสรุปไดดังตารางท่ี 3 

ตารางที่ 3 จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีขนาด 1 ตารางหนวย ของจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 

i  จํานวนจุด iS  
จํานวนรปูสี่เหลียมจัตรัุสขนาด 

1 ตารางหนวย  )( iSU  
รูปแบบความสัมพันธ 

1 11 S  0  0)( 1 SU  

2 42 S  101   112 )()( aSUSU   

3 93 S  314   223 )()( aSUSU   

4 164 S  549   334 )()( aSUSU   

5 255 S  7916   445 )()( aSUSU   

        
1n  2

1 )1(  nSn   1)2(2)()( 21   nSUSU nn  221 )()(   nnn aSUSU  

n  2nSn   )1)1(2()()( 1   nSUSU nn  

หรือ 
2)1()(  nSU n  

1)()(  nnn aSUSU  

 

 

จากตารางที่ 3 พบวา 1)2(22  nan  และ 1)1(21  nan  พิจารณาไดจากความสัมพันธของลําดับ ...,,,, 4321 aaaa  

คือ ...,7,5,3,1  ซึ่งเปนลําดับเลขคณิตที่มีพจนทั่วไปคือ 12  nan  

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยและจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  

 ทฤษฎีบทที่ 3 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ )( nSU  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยที่เกิด

จากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 2)1()(  nSU n   

บทพสิูจน ให )(nP  แทนขอความ 2)1()(  nSU n  

(1) เมื่อ 1n  จะได )1(P  คือ  0)11()( 2
1 SU  ซึ่งเปนจริง 

(2) ให k  แทนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ สมมติให )(kP เปนจริง 

นั่นคือ 2)1()(  kSU k  เปนจริง 

(3) จะตองพิสูจนวา )1( kP  เปนจริงดวย 

จากตารางที่ 3  ไดวา  1)1(2)()( 1   nSUSU nn  

เน่ืองจาก  2)1()(  kSU k  

      ไดวา   12)1()12()( 2  kkkSU k  

นั่นคือ  2
1 )( kSU k           

ดังนั้น )1( kP  เปนจริง 

โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวา )(nP  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n     
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เมื่อพิจารณาจํานวนจุดและจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยมสรุปไดดังตารางท่ี 4 

ตารางที่ 4 จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ของจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 

 

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาดและจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  

 ทฤษฎีบทที่ 4 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSV  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

เชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
6

32
)(

23 nnn
SV n


  

บทพสิูจน ให )(nP  แทนขอความ 
6

32
)(

23 nnn
SV n


  

(1) เมื่อ 1n  จะได )1(P  คือ  0
6

11312
)(

23

1 


SV  ซึ่งเปนจริง 

(2) ให k  แทนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ สมมติให )(kP เปนจริง 

นั่นคือ 
6

32
)(

23 kkk
SV k


  เปนจริง 

(3) จะตองพิสูจนวา )1( kP  เปนจริงดวย 

นั่นคือตองพิสูจนวา 
6

)1()1(3)1(2
)(

23

1



kkk

SV k   

จากตารางที่ 4  จะได )()()( 1 nnn SUSVSV    

เน่ืองจาก    )()()( 11   kkk SUSVSV              

 2
23

1)1(
6

32



 k

kkk                        

6

)1()1(3)1(2

6

1)12(3)133(2

6

32

23

223

23










kkk

kkkkkk

kkk

 

ดังนั้น )1( kP  เปนจริง 

โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวา )( nSV  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n     

เมื่อพิจารณาจํานวนจุดและจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทั้งหมดที่เกิดจํานวนเชิงรปูสี่เหลี่ยมสรุปไดดังตารางท่ี 5 

n  จํานวนจุด iS  

จํานวนรูปสี่เหลียมจัตุรัสขนาด 1 

ตารางหนวย 

)( iSU  

จํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด 

)( iSV  
รูปแบบความสัมพันธ 

1 11 S  0  0  0)( 1 SV  

2 42 S  1  101   )()()( 212 SUSVSV   

3 93 S  4  415   )()()( 323 SUSVSV   

4 164 S  9  9514   )()()( 434 SUSVSV   

5 255 S  16  161430   )()()( 545 SUSVSV   

6 366 S  25  253055   )()()( 656 SUSVSV   

          
1n  2

1 )1(  nSn  2
1 )2()(  nSU n  )()()( 121   nnn SUSVSV  )()()( 121   nnn SUSVSV  

n  2nSn   2)1()(  nSU n  )()()( 1 nnn SUSVSV    

หรือ 

6

32
)(

23 nnn
SV n


  

)()()( 1 nnn SUSVSV    
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ตารางที่ 5 จํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาของจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม 

n  จํานวนจุด iS  จํานวนรูปสี่เหลี่ยมผนืผาทุกขนาด )( iSW  รูปแบบความสัมพันธ 

1 11 S  0  0)( 1 SW  

2 42 S  000   112 )()( aSWSW   

3 93 S  404   223 )()( aSWSW   

4 164 S  18422   334 )()( aSWSW   

5 255 S  482270   445 )()( aSWSW   

6 366 S  10070170   556 )()( aSWSW   

        
1n  2

1 )1(  nSn  ))2()2(()()( 23
21   nnSWSW nn  221 )()(   nnn aSWSW  

n  2nSn   ))1()1(()()( 23
1   nnSWSW nn  

หรือ 

12

29103
)(

234 nnnn
SW n


  

11)()(   nnn aSWSW  

 

 

จากตารางที่ 1.5 พบวา 23
2 )2()2(  nnan  และ 23

1 )1()1(  nnan  พิจารณาไดจากความสัมพันธของลําดับ 

...,,,, 4321 aaaa  คือ ...,48,18,4,0  ซึ่งเปนลําดับเลขคณิตที่มีพจนทั่วไปคือ 23 nnan   

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะแสดงความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาดและจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  

 ทฤษฎีบทที่ 5 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSW  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

เชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
12

29103
)(

234 nnnn
SW n


  

บทพสิูจน ให  )(nP  แทนขอความ 
12

29103
)(

234 nnnn
SW n


  

(1) เมื่อ 1n  จะได )1(P   คือ 0
12

121911013
)(

234

1 


SW  ซึ่งเปนจริง 

(2) ให k  แทนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ สมมติให )(kP เปนจริง 

นั่นคือ 
12

29103
)(

234 kkkk
SW k


  เปนจริง 

(3) จะตองพิสูจนวา )1( kP  เปนจริงดวย 

นั่นคือตองพิสูจนวา      
12

)1(2)1(9)1(10)1(3
)(

234

1



kkkk

SW k  

จากตารางที่ 1.5  จะได   ))1()1(()()( 23
1   nnSWSW nn  

เน่ืองจาก               
12

29103
)(

234 kkkk
SW k


  

จะได  )(
12

29103
)()( 23

234
23 kk

kkkk
kkSW k 


       

                    
12

)(12

12

29103
)(

23234

1
kkkkkk

SW k





           

               
12

2323 234 kkkk 
  

                         
12

)1(2)1(9)1(10)1(3 234 


kkkk  

ดังนั้น )1( kP  เปนจริง 

โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรสรุปไดวา )(nP  เปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n    
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และจากทฤษฎีบทท่ี 4 และทฤษฎีบทที่ 5 เราสามารถหาความสัมพันธระหวางจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากทุกขนาดกับจํานวน

เชิงรูปสี่เหลี่ยมไดดังบทแทรกตอไปนี ้

 บทแทรก กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ โดยท่ี )( nSZ  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิง

รูปสี่เหลี่ยม nS , )( nSV  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  และ )( nSW  แทนจํานวนรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
2

2

)1(
)()()( 




 


nn
SWSVSZ nnn  

บทพสิูจน เนื่องจากจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากทุกขนาดที่เกิดจากจํานวนเชิงรปูสี่เหลี่ยม nS  คือผลบวกของจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุก

ขนาดและจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาดท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  

นั่นคือ )()()( nnn SWSVSZ   และจากทฤษฎีบทที่ 4 และทฤษฎีบทท่ี 5 จะไดวา  

2

234

23423

23423

2

)1(

12

363

6

)29103()32(2

12

29103

6

32

)()()(






 
















nn

nnn

nnnnnnn

nnnnnnn

SWSVSZ nnn

            

 

บทสรุป 

การพิจารณาหาความสัมพันธของจํานวนรูปสามหลี่ยมดานเทาท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสามเหลี่ยมและความสัมพันธของ

จํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม สามารถหาความสัมพันธโดยเขียนเปนทฤษฎีบท และใชหลักการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตรในการพิสูจน ได 5 ทฤษฎีบท และ 1 บทแทรกไดดังน้ี 

ทฤษฎีบทที่ 1 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ และ )( nTQ  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาที่มีความยาวดาน 1 

หนวยที่เกิดจากจํานวนสามเหลี่ยม nT  จะไดวา 2)1()(  nTQ n   

ทฤษฎีบทท่ี 2 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nTR  แทนจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมดที่เกิดจาก

จํานวนสามเหลี่ยม nT  จะไดวา 






















3;
3

983

2;1

1;0

)(
23

n
nnn

n

n

TR n  

 ทฤษฎีบทที่ 3 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSU  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 ตารางหนวยที่เกิด

จากจํานวนสี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 2)1()(  nSU n  

 ทฤษฎีบทที่ 4 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSV  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

สี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
6

32
)(

23 nnn
SV n


  

ทฤษฎีบทที่ 5 กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  และ )( nSW  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวน

สี่เหลี่ยม nS  จะไดวา 
12

29103
)(

234 nnnn
SW n
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บทแทรก กําหนด n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ โดยท่ี )( nSZ  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิง

รูปสี่เหลี่ยม nS , )( nSV  แทนจํานวนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสทุกขนาด ที่เกิดจากจํานวนเชิงรูปสี่เหลี่ยม nS  และ )( nSW  แทนจํานวนรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาทุกขนาดท่ีเกิดจากจํานวนเชิงรูปสีเ่หลี่ยม nS  จะไดวา
2

2

)1(
)()()( 




 


nn
SWSVSZ nnn  
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